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基于单次傅里叶变换的分段衍射算法

胡　琪，王　?，刘洪顺，薛智文，邓家春
（天津理工大学 理学院，天津 ３００３８４）

摘要：针对单次傅里叶变换算法（ＳＦＦＴ算法）受到采样定理的约束，衍射面画幅尺寸和有效内容像素数无法灵活控制，
很容易出现衍射面画幅尺寸大小与衍射距离不匹配的情况，本文提出了一种分段衍射算法。首先，在采样数、光的波长、

初始衍射面大小确定的情况下，利用拆分的衍射距离比控制最终衍射面画幅尺寸。然后，对单次衍射计算结果与分段衍

射计算结果进行了图像相似度对比。实验表明，分段衍射算法可在画面强度分布不变的情况下，提高有效像素数目，数

据量增加了２～３个数量级。此外，文章分析了造成误差的一个主要原因来自有效数据分辨率提高后，细节分布与低分
辨率像素值之间的差别。在图像细节较丰富时，其差别较大。因此这种差别应视为优于直接计算的一种结果。本算法

能够获得更加清晰的图像细节，灵活调整衍射面画幅尺寸，使得 ＳＦＦＴ算法在大衍射距离问题计算中能发挥其算法优
势。
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１　引　言

　　计算全息是在实验全息术的基础上发展起来
的，利用惠更斯菲涅尔衍射原理，通过对光场衍
射行为的数值计算，可模拟光场在各种光学系统

中的衍射行为。由于不受实验环境因素的影响，

这种分析方法具有较大的灵活性，经常用来做复

杂系统实验的仿真模拟。随着光场测量技术的不

断进步，计算全息在光场调控、光通讯、激光技术、

衍射元件设计、光学系统开发等领域迸发出了巨

大的活力［１７］。在波前传感器［８１１］取得巨大进步

的今天，人们开始尝试利用对物光波前的相位数

据进行采集，并计算其通过光学成像系统后的成

像结果，从而获得层析图像、深度图像或者三维立

体图像，这些工作的开展都离不开较长距离衍射

的精确计算［１２１７］。因此，优化较长距离的衍射算

法，具有很大的研究价值。本文依据采样定理［１８］

中对传输距离和衍射面画幅尺寸的关系，提出了

一种分段衍射算法，解决传输距离对衍射面画幅

尺寸和有效像素分辨率的影响，使算法可以灵活

调整衍射面画幅尺寸。数据显示，计算结果与传

统算法结果一致，而分辨率可提高２～３个数量
级。

２　基本理论

　　在利用菲涅尔衍射积分计算光场衍射行为的
过程中，单次快速傅里叶变换算法（ＳｉｎｇｌｅＦａｓｔ
ＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓｆｏｒｍＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＳＦＦＴ）在衍射距离较
长的情况下表现出失真率低、计算速度快、抗欠采

样性较强、内存使用少等诸多优势［１９］。但是，由

于采样定理的限制，此算法计算得到的衍射面画

幅尺寸受衍射距离影响较大，特别是在传输距离

较长的情况下出现画幅很大的情况，导致有效内

容的像素分辨率很低，不利于分析有效数据和应

用。本文基于采样定理分析了上述问题的产生原

因，并提出了通过分割衍射距离的方法解决上述

问题。模拟计算表明，该方法行之有效，并保留了

ＳＦＦＴ算法的优点。
根据惠更斯菲涅尔原理，如图１所示，衍射

面上Ｐ０处的光场 Ｕ（Ｐ０）为从孔径 Ｓ上各点发出
的次级发散球面波ｅｘｐ（ｉｋｒ０１）／ｒ０１的相干叠加

［９］。

Ｕ（Ｐ０）＝
１
ｉλ∫∫

Ｓ

Ｕ（Ｐ１）
ｅｘｐ（ｉｋｒ０１）
ｒ０１

ｃｏｓθｄｓ，（１）

其中，θ是矢量 ｎ
→
和 ｒ

→

０１之间的夹角。

图１　在傍轴情况下衍射坐标示意图
Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｉｎ

ｐａｒａｘｉａｌ

利用标量衍射理论［２０］，通过求解麦克斯韦方

程［２１２２］，并运用傍轴近似将积分简化，可以得到

菲涅尔衍射积分的傅里叶变换形式［１８］：

Ｕ（ｘ，ｙ，ｄ）＝ｅｘｐ（ｉｋｄ）ｉλｄ
ｅｘｐ［ｉｋ２ｄ（ｘ

２＋ｙ２）］×

∫∫
∞

－∞
｛Ｕ（ｘ０，ｙ０，０）ｅｘｐ［

ｉｋ
２ｄ（ｘ

２
０＋ｙ

２
０）］｝×

ｅｘｐ［－ｉ２π（ｘ０
ｘ
λｄ
＋ｙ０

ｙ
λｄ
）］ｄｘ０ｄｙ０． （２）

　　利用菲涅尔衍射积分，如图１所示，我们可以
计算得到初始光场 Ｕ（ｘ０，ｙ０，０）传播一段距离 ｄ

９６５第４期 　　　　　　　胡　琪，等：基于单次傅里叶变换的分段衍射算法



之后等到的光场Ｕ（ｘ，ｙ，ｄ）。
式（２）中设 Ｕ（ｘ０，ｙ０）为物光平面波复振幅，

Ｕ（ｘ，ｙ）为衍射面光波复振幅，传播距离为ｄ，则菲
涅尔衍射积分可以表示为：

Ｕ（ｘ，ｙ）＝ｅｘｐ（ｉｋｄ）ｉλｄ
ｅｘｐ［ｉｋ２ｄ（ｘ

２＋ｙ２）］×

∫∫
∞

－∞
｛Ｕ（ｘ０，ｙ０）ｅｘｐ［

ｉｋ
２ｄ（ｘ

２
０＋ｙ

２
０）］｝×

ｅｘｐ［－ｉ２π（ｘ０
ｘ
λｄ
＋ｙ０

ｙ
λｄ
）］ｄｘ０ｄｙ０． （３）

　　不难看出，式（２）是 Ｕ（ｘ０，ｙ０）ｅｘｐ［
ｉｋ
２ｄ（ｘ

２
０＋

ｙ２０）］的傅里叶变换再乘以相因子
ｅｘｐ（ｉｋｄ）
ｊλｄ

。因此

可将该式表达为：

Ｕ（ｘ，ｙ）＝ｅｘｐ（ｉｋｄ）ｊλｄ
ｅｘｐ［ｉｋ２ｄ（ｘ

２＋ｙ２）］

ＦＦＴ｛Ｕ０（ｘ０，ｙ０）ｅｘｐ［
ｉｋ
２ｄ（ｘ

２
０＋ｙ

２
０）］｝． （４）

　　该算法称为 ＳＦＦＴ算法（ｓｉｎｇｌｅｆａｓｔＦｏｕｒｉｅｒ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｌｇｏｒｉｔｈｍ）［１９２０］。由于仅运用了一次傅
里叶变换，其计算速度和失真率均较低。

另外计算光场衍射行为较为常见的还有 Ｄ
ＦＦＴ算法（ｄｏｕｂｌｅｆａｓｔＦｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍａｌｇｏｒｉｔｈｍ）
和ＴＦＦＴ（ｔｒｉｐｌｅｆａｓｔＦｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍａｌｇｏｒｉｔｈｍ）算
法。经过实验比较，三种算法各有所长。其中 Ｄ
ＦＦＴ算法和 ＴＦＦＴ算法适用于较短距离衍射范
围，其衍射面画幅尺寸等于初始画幅尺寸，二者之

中ＤＦＦＴ算法具有更强的抗欠采样性，而 ＴＦＦＴ
算法则具有更强的衍射图案细节描绘能力。Ｓ
ＦＦＴ算法更加适用于较长距离的衍射范围，弥补
了另外两种算法在长距离上面的不足［１９，２３］。而

本论文进一步优化了ＳＦＦＴ算法在长距离衍射方
面的表现出的衍射面画幅尺寸相比衍射图案过

大、衍射图案分辨率低等缺点，为能够完满地获得

整个菲涅尔衍射区域的衍射场做出了一点贡献。

３　采样定理对 ＳＦＦＴ算法中衍射面
画幅尺寸的影响

　　下面讨论一下衍射面观察屏的最大坐标，以
ｘ轴方向为例。图２中绘制了单条光线在ｘ－ｚ平

面中传播的过程，其传播方向为波矢ｋ的方向，与
ｘ轴夹角为 α。图中，ｘ０轴为次级波源所在 ｘ－ｙ
平面的横轴坐标，ｘ轴为衍射面观察屏所在平面
的横轴坐标；虚线为光场的等阵面；光线从次级波

源Ｏ点（ｘ０＝０，ｚ＝０）发出，传输到衍射面观察屏
上的Ｐ点（ｘ＝ｘ，ｚ＝ｄ）。根据等阵面可知，光场
在ｘ方向的空间周期为Ｘ。

图２　光传播方向与空间频率的关系
Ｆｉｇ．２　Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆｌｉｇｈｔｐｒｏｐａｇａ

ｔｉｏｎａｎｄｓｐａｔｉａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

由图２可以得到光传播方向与空间频率的关
系

ｕ＝１Ｘ＝
ｃｏｓα
λ
＝
ｓｉｎ（π２－α）

λ ≈１λ
·
ｘ
ｄ．（５）

　　按照采样定理，每一对条纹至少需要两个抽
样点，在ＦＦＴ变换中，默认空间宽度为１ｍ，如果
有Ｎｘ个采样点，可以得到最大空间频率ｕ＝Ｎｘ／２。
因此在实际宽度为Ｌｘ０的空间上取样，则最大空间

频率为 ｕｍａｘ＝
Ｎｘ
２Ｌｘ０
，另外由（５）式可得 ｕｍａｘ＝

ｓｉｎ（π２－α）

λ ≈１λ
·
Ｌｘｍａｘ／２
ｄ ，从而得出衍射观察屏

的最大坐标［１９］为

Ｌｘｍａｘ＝
Ｎｘλｄ
Ｌｘ０

． （６）

　　根据式（６）可以知，基于 ＳＦＦＴ算法计算衍
射光路时，衍射观察屏的大小与采样数、光的波

长、衍射距离以及初始衍射面大小（即衍射图案

大小）４个因素相关。在实际中，由于波长、采样
数、初始衍射面大小均由实验设备决定，衍射面观

察屏的大小只与衍射距离有关，无法改变。当平
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图３　衍射计算中衍射面观察屏再现范围示意图
Ｆｉｇ．３　Ｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆｖｉｅｗｉｎｇｓｃｒｅｅｎｒｅｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎｒａｎｇｅ

ｉｎｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

行光照射物体，衍射距离过长时，衍射面画幅尺寸

过大，会得到一个很小区域的衍射图像；当球面波

照射物体，并使用凸透镜成像时，衍射距离过长会

导致衍射面画幅尺寸过小，只能得到图像的某一

个区域。这会使该算法在实际运用中，受到极大

限制并严重影响图像中有效画面的像素质量。

图５模拟计算了波长为５３２ｎｍ的均匀平面光波
垂直照射一个边长为５ｍｍ的初始衍射面，中央
开有边长为２５ｍｍ的正方形透光孔（如图４所
示）后，经过不同距离 ｄ后在衍射面观察屏上的
衍射光场及其光强分布。

图４　程序模拟的透光孔
Ｆｉｇ．４　Ｔｒａｎｓｐａｒｅｎｔｈｏｌｅｓｉｍｕｌａｔｅｄｂｙｐｒｏｇｒａｍ

由图５可以看出，在默认初始衍射图案大小
变化不大的情况下，随着衍射距离ｄ的变化，衍射
面画幅尺寸的区域变化很大。当衍射距离ｄ过长
时，衍射再现结果相比较衍射面画幅尺寸来说过

小，很难观测。

为了解决上述问题，本文提出一种分段衍射

算法。该方法是将衍射距离 ｄ划分为两段，分别
记为ｄ１、ｄ２。这样，在每次衍射计算中，衍射面画
幅尺寸在ｘ和 ｙ方向的尺寸（Ｌｘ１、Ｌｙ１、Ｌｘ２、Ｌｙ２）都

图５　在不同衍射距离下的衍射图样
Ｆｉｇ．５　Ｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎｐａｔｔｅｒｎｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎｄｉｓ

ｔａｎｃｅｓ

会因波长λ、采样数（Ｍ、Ｎ）、衍射距离（ｄ１、ｄ２）和
初始衍射面大小（Ｌｘ０、Ｌｙ０、Ｌｘ１、Ｌｙ１）而改变。其中，
衍射ｄ１距离衍射面画幅尺寸为：

Ｌｘ１×Ｌｙ１ ＝
λｄ１Ｍ
Ｌｘ０

×
λｄ１Ｎ
Ｌｙ０

＝ｄ２１×
λ２ＭＮ
Ｌｘ０×Ｌｙ０

∝ｄ２１．

（７）
　　继续衍射ｄ２距离的衍射面画幅尺寸为：

Ｌｘ２×Ｌｙ２ ＝
λｄ２Ｍ
Ｌｘ１

×
λｄ２Ｎ
Ｌｙ１

＝ｄ２２×
λ２ＭＮ
Ｌｘ１×Ｌｙ１

＝

ｄ２２
ｄ２１
×Ｌｘ０×Ｌｙ０∝

ｄ２２
ｄ２１
． （８）

　　不难看出，衍射面画幅尺寸的决定因素就由
ｄ１，变成了ｄ２／ｄ１。

因此，该方法可有效、灵活的通过调整 ｄ１、ｄ２
的比值来控制最终衍射面画幅尺寸的大小，获得

更高分辨率的有效像素数据，并保留 ＳＦＦＴ算法
的高精度及低失真率。

４　模拟计算结果与分析

　　图６和图７分别计算了波长为５３２ｎｍ的均
匀平面光波垂直照射一个边长为５ｍｍ中央开有
边长为２５ｍｍ的正方形透光孔（如图４所示）的
初始衍射面，经过 ｄ＝１ｍ（图 ６）和 ｄ＝１０ｍ
（图７）后，衍射面观察屏上的衍射光场及其光强
分布。图中分别按照直接计算（图 ６（ａ）、图 ７
（ａ））和分段衍射算法（图６（ｂ）～（ｄ）、图７（ｂ）～
７（ｄ））计算得到的观察屏光强分布。

可以看出，分段衍射算法可以灵活有效的调

整衍射面画幅尺寸大小，有效数据的分辨率得到

了调控。在传输距离为１ｍ时，由于式（７）衍射
面画幅大小为２９７０２５ｍｍ２，衍射图案占据的范
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图６　衍射１ｍ后的衍射图像
Ｆｉｇ．６　Ｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎｐａｔｔｅｒｎｓａｆｔｅｒ１ｍｅｔｅｒｏｆｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎ

图７　衍射１０ｍ后的衍射图像
Ｆｉｇ．７　Ｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎｐａｔｔｅｒｎｓａｆｔｅｒ１０ｍｅｔｅｒｓｏｆｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎ

围不到画幅范围的 ０２６％（以下简称“占比”），
有效内容像素只有６７６个。而利用分段衍射算法
（以ｄ１＝ｄ２＝０５ｍ为例），根据式（８）可将画幅

调整为 ２５ｍｍ２，使得衍射图案占据总画幅的
４３５８％，有效内容像素为１１４２４４个，数据量增
加了１６９倍。同样，在衍射距离为１０ｍ时，传统
ＳＦＦＴ 算 法 得 到 的 衍 射 面 画 幅 为

２９６８０７０４ｍｍ２，其中有效像素仅为 ９个（占比
０３４％），而通过分段衍射算法（以 ｄ１＝ｄ２＝５ｍ

为例）实现的 ＳＦＦＴ算法得到的画幅为２５ｍｍ２，
有效像素仍保持在１５４４４９个（占比５８７７％，数
据量增加了１７２８５倍），极大的提高了有效像素的
数量。同时，通过表１和表２可知，其计算结果与
传统算法保持一致。

表１和表２分别分析并统计了直接计算和分
段衍射算法两种方法获得的衍射面画幅尺寸相应

比例图像的失真度。其方法是（以 ｄ＝１ｍ，ｄ１＝
ｄ２＝０５ｍ为例）首先根据衍射面画幅尺寸（直接
计算的衍射屏边长为 Ｌａ＝５４５ｍｍ，分段衍射算
法计算的衍射屏边长为Ｌｂ＝５ｍｍ）比例截取其中
主要能量部分并作归一化（所有像素点数值除以

像素中最大数值），所得到图像作为对比图，把直

接计算结果作为参考图，将对比图中的对应像素

点做加权平均后形成一张与参考图像素个数相同

（ｘ像素数为Ｍ，ｙ像素数为 Ｎ）的比照图，然后用
比照图ｆｅ（ｘ，ｙ）和参考图 ｆ（ｘ，ｙ）中的对应像素点
数值对比计算均方根误差 ｅｒｍｓ和峰值信噪比
Ｒｓｎ

［２４］。其计算方法为：

ｅｒｍｓ＝｛ＭＮ
Ｍ－１

ｘ＝０

Ｎ－１

ｙ＝０
［ｆｅ（ｘ，ｙ）－ｆ（ｘ，ｙ）］

２｝
１
２，

（９）

Ｒｓｎ ＝１０ｌｏｇ

Ｍ－１

ｘ＝０

Ｎ－１

ｙ＝０
ｆ（ｘ，ｙ）－ｆａ］

２


Ｍ－１

ｘ＝０

Ｎ－１

ｙ＝０
［ｆｅ（ｘ，ｙ）－ｆ（ｘ，ｙ）］

{ }２ ，
（１０）

式中，ｆａ＝
１
ＭＮ

Ｍ－１

ｘ＝０

Ｎ－１

ｙ＝０
ｆ（ｘ，ｙ）为图像灰度均值。

表１　衍射距离ｄ＝１ｍ时，直接计算与分段衍射
算法计算图像的ｅｒｍｓ和Ｒｓｎ

Ｔａｂ．１　ｅｒｍｓａｎｄＲｓｎｏｂｔａｉｎｅｄｗｉｔｈｔｗｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ（ｄｉｒｅｃｔｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎａｎｄｓｔｅｐ
ｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ）ｆｏｒａｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎ

ｄｉｓｔａｎｃｅｏｆｄ＝１ｍ

ｅｒｍｓ Ｒｓｎ
ｄ＝１ｍ；

ｄ１＝０．４ｍ，ｄ２＝０．６ｍ
０．０８６４ ２１．２６６４

ｄ＝１ｍ；
ｄ１＝０．５５ｍ，ｄ２＝０．４５ｍ

０．０７１１ ２２．９６３７

ｄ＝１ｍ；
ｄ１＝０．５ｍ，ｄ２＝０．５ｍ

０．０５５３ ２５．１４８３

由表 １可见，两幅图的均方根误差均小于
０１，而峰值信噪比均大于２０，两幅图的保真度较
高。其误差产生的主要原因，除了对应像素点个

数不是整数之外，还应考虑到分辨率较高的对比

图本身细节增多，其平均强度值与参考图中对应

像素的数值理应存在一定偏差。这种偏差其实也

反映了图像分辨率增加后导致图案细节增多。因

此在一定程度上，本问题中分析失真度时，误差并

非越小越好。

同样的，运用上述方法在表２中总结了衍射
距离为１０ｍ时，两种计算方法获得结果的均方根
误差和峰值信噪比。从中可以看出，与ｄ＝１ｍ时
结果类似，对照图和参考图相似度也很高。而由

于在较长衍射距离的情况下，直接计算得到的衍
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射面画幅尺寸过大，导致有效内容的像素点仅有

９个，致使误差比前种情况大。根据前面的分析，
这其中有较大部分原因是由于对照图中分辨率的

提升导致图案细节更加丰富，而在对比时使用了

对比图中对应像素点的平均值，制作与参考图像

素个数一致的对照图，因此背景噪声有所增加，在

超过一定分辨率放大率的情况下，均方根误差应

该有所升高而峰值信噪比应该下降，这是提高分

辨率增加有效像素数量的一种体现。

表２　衍射距离ｄ＝１０ｍ时，直接计算与分段
衍射算法计算图像的ｅｒｍｓ和Ｒｓｎ

Ｔａｂ．２　ｅｒｍｓａｎｄＲｓｎｏｂｔａｉｎｅｄｗｉｔｈｔｗｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ（ｄｉｒｅｃｔｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎａｎｄｓｔｅｐ
ｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ）ｆｏｒａｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎ

ｄｉｓｔａｎｃｅｏｆｄ＝１０ｍ

ｅｒｍｓ Ｒｓｎ
ｄ＝１０ｍ；ｄ１＝３ｍ，ｄ２＝７ｍ ０．１８２８ １４．７５７５
ｄ＝１０ｍ；ｄ１＝４ｍ，ｄ２＝６ｍ ０．１５３３ １６．２８７７
ｄ＝１０ｍ；ｄ１＝５ｍ，ｄ２＝５ｍ ０．０７８９ ２２．０５５９

５　结　论

　　ＳＦＦＴ算法中，由于采样定理的约束，衍射距

离将严重限制衍射面画幅尺寸，在较长衍射距离

上有效数据分辨率很低。由于实际应用中采样

率、波长、原始衍射面尺寸等因素均需要根据实验

确定，因此直接计算无法解决上述问题。本文模

拟计算结果表明，分段衍射算法可利用采样定理

实现对衍射面画幅尺寸的灵活调整，从而使上述

问题得以解决。如传输距离为１ｍ时，画幅大小
为２９７０２５ｍｍ２，占比约为０２６％，有效像素只
有６７６个。而利用分段衍射算法（以ｄ１＝ｄ２＝
０．５ｍ为例），画幅调整为 ２５ｍｍ２，占比提高到
４３５８％，有效像素为１１４２４４个，数据量增加了
１６９倍。造成误差的一个主要原因来自有效数据
分辨率提高后，细节分布与低分辨率像素值之间

的差别。在图像细节较丰富时，其差别较大。因

此这种差别应视为优于直接计算的一种结果。波

前采集进而对立体物体进行层析成像计算是课题

组接下来研究的重点方向，而提高图像细节的有

效数据分辨率，灵活控制衍射面画幅尺寸，对该工

作的研究具有重要的基础作用。结果表明，分段

衍射算法对于提高优秀算法的适用衍射距离，具

有较高的推广价值。
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