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文章编号    2095-1531（2020）05-0965-10

二维线性调频 Z变换用于光束质量 β因子计算

王艳茹*，冉铮惠，丁宇洁
（中国工程物理研究院 计量测试中心，四川 绵阳 621900）

摘要：本文提出了一种基于二维线性调频 Z 变换的衍射光场分布快速计算方法，该方法在不增加运算量的情况下可以显

著提高光场分布的图像分辨率，进而能够得到更准确的光束质量 β 因子值。在算法正确性验证的基础上，本文数值模拟

了不同光束波前畸变的均方根 RMS值与光束质量 β 因子的对应关系。仿真结果表明，在像差分布 RMS值相同的前提

下，几种低阶像差类型中球差类型的像差对光束质量的影响最大。为了模拟不同光斑分布形态，随机 Zernike像差组合

方式的光束质量 β 因子的仿真计算结果表明：相同的 RMS值情况下，高阶像差占比较高的像差组合方式对应的光束质

量 β 因子较大。

关    键    词：数值模拟；波前像差；光束质量；线性调频 Z 变换
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Beam quality β factor calculation based on two-dimensional
chirp Z transformation

WANG Yan-ru*，RAN Zheng-hui，DING Yu-jie

（Metrology and Testing Center, China Academy of Engineering Physics, MianYang 621900, China）

* Corresponding author，E-mail: wyr3235@163.com

Abstract:  An  algorithm for  fast  calculation  of  the  field  distribution  of  diffraction  based  on  two-dimension

chirp Z transformation is proposed. The proposed algorithm does not increase computation and significantly

improves  the  resolution  of  the  diffraction  distribution  and  obtains  a  more  accurate  beam  quality  β  factor.

After verifying the correctness of the proposed algorithm, the corresponding relationship between the RMS

(Root-Mean-Square)  of  the  beam ′s  wavefront  aberration  and β  factor  is  simulated.  The  simulation  results

show that with the same RMS value, the effect of a spherical aberration on the β factor is the strongest among

the lower order Zernike aberrations. In order to simulate the different distribution of beam spots, the β factors

are calculated based on different random Zernike wavefront aberrations. The results indicate that a larger pro-

portion  of  high-order  Zernike  aberrations  in  the  cumulative  aberrations  induces  a  bigger  β  factor  with  an
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identical RMS value.
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1    引　言

在高能激光系统中[1-2]，除了要具有较高的输

出功率和输出能量外，人们更关注的是远场激光

束的能量集中度。因此，高能激光系统输出的光

束质量测量准确性显得尤为重要。对于能量空间

输运型的高能激光系统，普遍采用 β 因子作为光

束质量评价指标[3]。在高能激光系统光束质量的

评价与分析中，激光器输出光束的光束质量 [4-6]

是整个系统光束质量首要的、决定性因素，也是

准确鉴定、验收激光器的重要指标。准确测量光

束质量 β 因子是评价激光系统的前提和依据。

在光束质量 β 因子测量技术研究中，鲜浩等

人研究了光束波像差和光束质量 β 因子的关系，

通过对不同类型泽尼克像差及其组合的像差均方

根与光束质量 β 因子建立了拟合关系式[7]。李新

阳等人在文献 [7]的基础上，分析了大气湍流模

型引起的波像差与光束质量 β 因子的关系[8] 以及

湍流大气中的波前复原误差研究[9-11]。目前，对于

光束质量 β 因子的各种测试系统，还没有形成统

一的校准规范，用以评价光束质量 β 因子测量量

值的准确性。因此，针对光束质量 β 因子测量系

统的校准技术的研究十分必要。

在对光束质量 β 因子测量系统进行校准时，

首先需要获得待测光束的光束质量 β 因子标准

值 βs，然后在待测光束进入光束质量测量系统后

获得测量值 βm，二者相除便可以得到测量系统的

修正系数 Ck。因此，准确获得待测光束的光束质

量 β 因子标准值 βs 尤为关键。根据光束衍射理

论可知，孔径光阑上的物平面函数与探测面上的

光场分布存在傅立叶变换关系。但由于 s-fft算
法需要满足二次采样定理，导致探测面上的采

样范围过大，进而使得探测面上的光谱分辨率

过低。

鉴于快速傅立叶变换算法不能精确反应信号

的局部频谱特性，本文提出了一种二维线性调频

Z变换算法。该算法是将传统的振动信号频谱分

析领域中的“一维线性调频 Z变换”思想进一步

扩展并将其应用于二维光场分布的快速计算。该

算法在不增加采样点数且运算量基本保持不变的

情况下，能够显著提高衍射光场的频谱分辨率，进

而提高光束质量 β 因子的理论计算准确性。由于

该算法可以在感兴趣的频谱范围（光场衍射分布

主要集中在低频范围内，一般探测器也就能探测

到五级衍射亮环）内进行细分，进而提高衍射光场

的频谱分辨率。本文首先分析了二维线性调频

Z变换算法原理，编写了 matlab计算程序，并对圆

形透光孔的衍射强度分布采用二维线性调频

Z变换算法进行了验证。在算法正确性验证的基

础上，分析了加载单一像差、组合像差等情况下

所对应的探测面上的衍射光强分布，并在此基础

上，计算了单一像差的 RMS值与光束质量 β 因子

的对应关系。

2    衍射光场 s-fft 算法的局限性

根据光场的菲涅尔衍射[12] 理论，焦平面上的

衍射强度分布可以表示为：

I(x,y) =
1
λ2 f 2

∣∣∣∣∣∣∣x
s

E(x0,y0)exp[ jφ(x0,y0)]×exp
{

jπ
λ f

[(x− x0)
2
+ (y− y0)

2]
}

dx0dy0

∣∣∣∣∣∣∣
2

=
1
λ2 f 2

∣∣∣∣∣∣F
{

E(x0,y0)exp
[
jφ(x0,y0)

]× exp
[

jπ
λ f

(x0
2+ y0

2)
]}∣∣∣∣∣∣

2

, （1）

其中，λ 为激光束波长， f 为聚焦系统的焦距；x、
y 分别为探测面上的坐标，x0、y0 为标准像差板的

坐标，φ（x0，y0）表示像差板上的波像差分布，可以

用圆域上的正交泽尼克多项式来表示。当 φ（x0，
y0）=0时，表示没有加载标准像差板时的光强分

布，即对应理想光束的衍射强度分布。根据公式
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（1），可以计算出探测面上光斑的强度分布，通过

环围能量曲线以及光束质量 β 因子的定义可以得

到 β 因子的理论值。

由公式 (1)可知：探测平面上的光场分布是

物平面函数的傅立叶变换，即 s-fft算法[13-14]。为

了保证采用 s-fft算法计算光场的正确性，需要解

决 3个技术问题：(1)满足采样定理的要求；(2)解
决频率泄露和混叠误差；(3)解决多标度问题，确

保远场计算具有足够的分辨力。

采样定理要求物平面上的采样间隔 Δx0 满足：

∆x0≤

√
λ f
N
, （2）

其中，N 为物平面上的采样点数。那么满足采样

定理的物平面上的尺寸 L0 为：

L0 = N∆x0≤
√
λ f N, （3）

而相应的探测面上的计算范围为：

L =
λ f N

L0

. （4）

从式 (4)可以看出：在实际情况下，衍射观察

屏（即探测面）的大小 L 与采样点数 N、光波长 λ、
衍射距离 f 以及初始衍射面尺寸 L0 4个因素相

关。由于波长、采样点数、初始衍射面大小均由

实际情况决定，当衍射距离过大时，若衍射面画幅

尺寸过大，则会得到一个很小区域的衍射图像，导

致衍射场计算分辨率不高。因此，s-fft算法有一

定的局限性。

为了更直观地说明上述问题，以实际高能激光

系统为例进行计算。设入射光束口径 W=100 mm，考

虑到保护区的范围，取物平面上的计算尺寸 L0=4W=
400 mm，采样点数 N=1 024，波长 λ=1 μm，则物平

面上的采样间隔 Δx0=L0/N≈0.4 mm。假设远场分

布的计算范围为 L=λ×f/Δx0，根据离散傅立叶变

换，那么远场的视场全角为 Θ=λ/Δx0≈2.5×103 μrad，
视场分辨率 Δθ=Θ/N≈2.5 μrad，一倍衍射极限全

角 θ0=2.44λ/W=24.4 μrad，由此可得 1倍衍射极限

内只有 N0=θ0/Δθ≈10个点，不能分辨焦点处的光

场分布细节。考虑到一般探测器最多能探测到五

级亮环，其他的外围信号将被噪声所淹没，可以估

算得到 5倍衍射极限内的有效数据点约为 N5=5×
N0=50，这意味着 1维情况下约有 950个点是无效

数据。

根据视场分辨率表达式 Δθ=Θ/N=λ/(Δx0·N)，
要提高视场分辨率只有增大 Δx0 或 N，但是增大

Δx0 将可能使得计算不满足采样定理，而增加

N 将极大地增加计算量。最理想的结果是在不增

加采样点数 N 的情况下提高分辨率。基于上述

考虑，本文提出了二维线性调频 Z 变换算法，并将

其用于计算光场衍射分布。

3    二维线性调频 Z 变换算法介绍

通过调研发现振动信号分析领域中的线性调

频 Z 变换更适用于频谱的精细分析[15-17]。该变换

可以对感兴趣的频谱区间进行细分，进而提高频

谱分辨率，这一定程度上为改变远场光斑的分布

细节提供了可能。

首先，需要分析如何将一维的线性调频 Z 变

换扩展到光场的二维快速傅立叶变换中。根据光

场分布理论可知，需要将光场物平面的 x、y 方向

转换为探测面上衍射光场的空间频率 fx、fy。
二维线性调频 Z 变换的定义如下：

X
(
zp,zq

)
=

Nx−1∑
kx =0

Ny−1∑
ky=0

x
(
kx, ky

)
Z−kx

x Z−ky

y , （5）

其中：

Zx
−kx = (AxWx

−p)−kx
= Ax

−kx W p·kx

x p = 0,1,2, ...Mx−1

Zy
−ky =
(
AyWy

−q)−ky
= Ay

−ky W q·ky

x q = 0,1,2, ...My−1

Ax = A0e
j2π f0
Mx Ay = A0e

j2π f0
My

Wx =W0e
−

j2π∆ f

Mx ·N Wy =W0e
− j2π∆ f

My ·N , （6）

其中，二维线性调频 Z 变换前的光场分布为 x(kx，

ky),矩阵大小为 Nx×Ny；二维线性调频 Z 变换后的

光场分布为 X(zp、zq)，矩阵大小为 Mx×My。Mx，

Nx 可以相等或者不相等，My，Ny 可以相等或者不

相等。当 A0 和 W0 取值为 1即为离散傅立叶变

换，f0 和 Δf 分别表示起始频率和频带宽度。

那么，将公式（6）带入公式（5）可以得到：
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X
(
zp,zq

)
=

Nx−1∑
kx =0

Ny−1∑
ky=0

x
(
kx, ky

)
A−kx

x W p·kx

x A−ky

y W q·ky

y

=W
p2

2
x W

q2

2
y

Nx−1∑
kx =0

Ny−1∑
ky=0

x
(
kx, ky

)
A−kx

x W
kx

2

2
x W

−
(p−kx )2

2
x ·

A−ky

y W
ky

2

2
y W

−
(q−ky)2

2
y , （7）

公式（7）的计算利用了如式（8）所示的布鲁斯坦

等式：

pkx =
kx

2
+ p2

2
− (p− kx)

2

2

qky =
ky

2
+q2

2
−
(
q− ky

)2
2
. （8）

根据公式（7）可以定义二维线性调频 Z 变换

的相应形式：

g
(
kx, ky

)
= x
(
kx, ky

) ·A−kx

x A−ky

y W
kx

2

2
x W

ky
2

2
y

h
(
kx, ky

)
=W

−
kx

2

2
x W

−
ky

2

2
y

X
(
zp,zq

)
=W

p2

2
x W

q2

2
y

(
g
(
kx, ky

)∗ h
(
kx, ky

))
. （9）

由于 g(kx，ky)的矩阵大小为 Nx×Ny，而最终需

要计算的是 Mx×My 点的卷积值，二者不一定相

等。针对此问题，可以计算 Lx×Ly 点的 g(kx，ky)矩

阵的傅立叶变换和 Lx×Ly 点的 h(kx，ky)矩阵的傅

立叶变换，再对这两个傅立叶变换的乘积进行傅

立叶逆变换，就是得到它们的卷积，进而可以得

到 X(zp、zq)。其中 Lx=Nx+Mx−1, Ly=Ny+My−1。

二维 Z 变换 g(kx，ky)函数可定义为：

g
(
kx, ky

)
=


x
(
kx, ky

) ·A−kx

x A−ky

y W
kx

2

2
x W

ky
2

2
y

0

0≤kx≤Nx−1
0≤ky≤Ny−1
Nx≤kx≤Lx−1
Ny≤ky≤Ly−1

,

（10）

相应的 h(kx，ky)函数的定义为：

h
(
kx, ky

)
=


W
−

kx
2

2
x W

−
ky

2

2
y

0≤kx≤Mx−1
0≤ky≤My−1

Wx
−
(Lx −kx)2

2 Wy
−
(Ly −ky)2

2
Mx≤kx≤Lx−1
My≤ky≤Ly−1

,

（11）

因此，上述算法的计算流程如图 1所示。

4    二维 CZT 算法的光场衍射分布

计算

基于上述图 1所示的二维线性调频 Z 变换算

法的思路，编写了相应的 matlab计算程序。为了

验证算法的正确性，计算了激光束通过圆形透光

孔后在焦平面上的衍射强度分布，计算结果如

图 2~图 3所示。图 2(a)给出了线性调频 Z 变换

在 x 方向上的计算路径，通过调整相关参数可以

控制计算路径的起始位置以及相邻取样点的角度

差，相邻取样点的角度差代表了感兴趣频谱区间

内的频谱分辨率。图 2(b)给出了计算过程中使

用的圆形透光孔函数。计算过程中参数设置如

下：λ=1 μm，光束口径 D=0.1 m，考虑到保护区域

即物平面的计算尺度，取 L0=0.4 m，物平面上的取

样点数 N=1 024，采用线性调频 Z 变换算法计算

得到的探测面上的二维光强分布如图 3所示。其

中，图 3（a）给出了采用线性调频 Z 变换算法计算

得到的探测面上的二维衍射光强分布。图 3（b）
给出了探测面上一维衍射强度的分布曲线。
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图 1    二维 Z 变换算法流程图

Fig. 1    Flowchart of two-dimensional chirp Z transformation (CZT)
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归一化平面波的远场理想光强分布的理论表

达式为：

I (x) =
[
2J1 (πx)

πx

]2
. （12）

公式（12）中 x 的单位为 λ/D，精确计算采用 1倍衍

射极限 x=1.219 7，环围能量 P(x)=83.778 5%。根

据公式（12）计算得到的探测面上的光强分布如

图 3（b）中的实线所示，而采用二维线性调频 Z 变

换算法的计算结果如图 3（b）中的点所示。从图

3（b）可以看出，采用理论公式计算的衍射强度分

布与采用线性调频 Z 变换算法得到的分布相吻

合，衍射极小值，即艾里斑角半径为 1.22λ/D。这

也与所用的圆形透光孔函数对应的衍射极小值一

致，从而验证了算法的正确性。同时采用二维 CZT
算法计算的光束质量 β 因子值为 1.008，数值计算

误差小于 1%。

为了进一步比较 s-fft算法与二维 CZT算法

在衍射图像分辨率计算结果方面的差异，分别计

算了加载相同 RMS值的彗差像差板情况下对应

的衍射强度分布图，分别如图 4（a）和图 4（b）所
示。从图中可以看出：在图 4（a）中采用的 s-fft算
法由于探测面的计算范围过宽导致探测面上光强

分布的有效数据点较少，图像分辨率低。而在

图 4（b）中由于采用 CZT算法可以在感兴趣的频

谱区间（5倍衍射极限范围）内进行频谱细分，因

此，其探测面上光强分布的计算结果有效数据点

多、图像分辨率高，光斑强度分布的细节更为清

晰，进而使得光束质量 β 因子的计算结果更加

准确。

在实际光学和激光系统的设计、分析以及校

准过程中，经常需要知道波像差与光束质量 β 因

子的对应关系，例如要达到一定的 β 值，需要将波

像差的 PV值和 RMS值控制在多少。另一方面

在实际工程应用中，也同样需要知道哪几种类型

的像差对光束质量 β 因子的影响最显著，进而在

实际光学系统设计中对该类型的像差进行控制和
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图 2    （a）线性调频 Z 变换的计算路径和（b）透光孔函数

Fig. 2    (a) The calculation path of CZT algorithm and (b) transparent hole function used in the calculation
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图 3    （a）探测面上的衍射光强分布及（b）衍射强度曲线

Fig. 3    (a) Diffraction intensity distribution at the detection plane and (b) diffraction intensity curve in one dimension
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修正。因此，分析计算不同单一像差或组合像差

对光束质量 β 因子的影响十分重要。

图 5分别给出了彗差和球差两种像差类型下

探测面上的衍射光强分布图。可以看出，波像差

均方根值（RMS值都为 0.5λ）相同时，不同的像差

类型对应的衍射强度分布图样不同，对应的光束

质量 β 因子也不同。这种“环带状”的球差波前

畸变（图 5（b））使得远场探测面上的光束更为发

散，对应的光束质量 β 因子的计算结果为 12.55；
而相同 RMS值下的彗差像差（图 5（a））对应的光

束质量 β 因子仅为 3.29。从图 5可以看出：由于

Z 变换算法可以在感兴趣的频段内（衍射光强主

要集中在低频段）进行频谱细分，因此，探测面上

的衍射图像细节更为清晰（相较于 s-fft算法），也

即采用线性调频 Z 变换算法计算得到的光束质

量 β 因子值更为准确。同时在仿真中还发现将

像差板波像差的均方根 RMS值设置为足够小

（0.01λ 及以下）时，与没有加载像差时的圆孔衍

射效果一致，进一步证明了算法的正确性和有

效性。
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图 4    （a）s-fft 算法及（b）CZT 算法的衍射强度分布

Fig. 4    Diffraction distributions of (a) s-fft algorithm and (b) CZT algorithm
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图 5    （a）彗差和（b）球差对应的探测面上的衍射强度分布

Fig. 5    Diffraction distributions of (a) coma wavefront aberration and (b) spherical wavefront aberration
 

为了定量描述像差 RMS值对光束质量 β 因

子的影响，分别模拟了几种低阶像差类型的光束

质量 β 因子以及相应的桶中功率（PIB）随波像差

RMS值的变化情况。其中，桶中功率 PIB定义为

在理想光束的艾里斑半径内所包含的能量占总能

量的百分比。从图 6（ a）可以看出，在相同的

RMS值下，不同像差类型对 β 的影响程度排序

为：球差最大，彗差次之，像散最小。实际光束由

多种像差组合而成，其光束质量 β 因子介于球差

与像散之间，其平均值大致与彗差相当。由于球

差使得光束发散较快进而导致 β 因子最大。从图

中还可以看出：在相同的像差大小（如 RMS值为

0.5λ）下，β 因子的变化范围为 3.28~12.55。同样

地，从图 6（b）桶中功率随波像差均方根值 RMS
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的变化关系来看，波像差均方根 RMS值越大，在

“规范桶”半径内包含的能量越少。但球差对应

的衍射光强分布由于“台阶”效应的存在，使得桶

中功率 PIB因子出现起伏。通过其他“环带状”

的高阶像差的模拟分析还发现，带有“环带”的像

差往往比其附近的像差类型对光束质量 β 因子的

影响更大。
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图 6    （a）光束质量 β 因子和（b）桶中功率 PIB 随波像差 RMS 值的变化关系

Fig. 6    （a）Beam quality β factor and (b) PIB changing with RMS of wavefront aberration
 

由于实际光束或者光学系统的像差成分多为

综合像差，也就意味着实际光束可以是前 36阶泽

尼克像差的各种组合。为了进一步分析各种随机

像差对光束质量 β 因子的影响程度，本文模拟产

生了 1 000组随机数，让每一组的随机数分别表

示不同含量百分比的正交泽尼克多项式系数，也

就是每一组随机数分别代表了各种不同像差占总

像差的百分比含量，进而模拟 1 000组综合像差

的不同组合方式。从图 7（a）可以看出：在总像差

RMS值都为 0.1λ 的各种不同像差组合方式中，

β 因子的变化范围为 2.00~3.20，其统计分布如

图 7（b）所示。可以看出，β 因子的均值为 2.50±
0.06。另外，本文进一步对这 1 000组随机像差组

合方式对应的 β 因子最大最小值两种情况进行分

析，其各阶 Zernike系数如图 8所示。
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图 7    随机像差对应的光束质量 β 因子波动（a）和 β 因子的统计分布（b）

Fig. 7    （a）Fluctuation of β factor with random wavefront aberrations and (b) statistical distribution of the β factor
 

图 8给出了波像差均方根值为 0.1λ 时，光束

质量 β 因子值分别为最大值和最小值时对应的

Zernike系数分布图。从图 8可以看出，虽然波像

差的均方根值相同，但 Zernike多项式的不同组合

方式导致光束质量 β 因子相差 1.2左右。从图 8

Zernike系数的分布图可知，这两种像差组合方式

对应的高阶像差（15阶及以后）含量占比分别为

69%和 38%，二者之间的差值为 31%。也就是
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说，如果两个光学系统的像差大小相同，一种以高

阶像差为主，一种以低阶像差为主，那么以高阶像

差为主的光学系统对应的 β 因子将比后者大。因

此，高阶 Zernike系数的含量越高，光束质量 β 因

子越大。
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图 8    Zernike 多项式系数分布图

Fig. 8    Coefficient of Zernike polynomial
 

图 9给出了总的波像差均方根值分别为

0.1λ~0.6λ 时，各种随机像差组合方式下对应的光

束质量 β 因子的变化情况。从图 9可以看出：随

着波像差均方根 RMS值的增大，光束质量 β 因子

的均值也在增加。对于同一波像差均方根值，不

同的 Zernike像差组合方式会引起光束质量 β 因

子值的变化，统计其光束质量 β 因子的均值和实

验标准偏差，如表 1所示。从表 1可以看出，在

β 因子均值增加的同时，其统计分布的实验标准

偏差也在增加。

 
 
 

表 1    光束质量 β因子统计结果

Tab. 1    Statistical results of the β factor

波像差RMS值 β因子统计均值 β因子标准偏差

0.1λ 2.50 0.06

0.2λ 4.42 0.04

0.3λ 6.56 0.07

0.4λ 8.66 0.10

0.5λ 10.81 0.13

0.6λ 12.64 0.16

0.7λ 14.87 0.18

0.8λ 17.11 0.21

0.9λ 18.67 0.22

1.0λ 20.90 0.24
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图 9    不同均方根 RMS 值的随机像差对应的 β 因子变化情况

Fig. 9    Variation in the β factor corresponding to random wavefront aberrations for different RMS values
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5    结　论

本文提出了一种基于二维线性调频 Z 变换的

光场分布快速计算方法。该算法在不增加采样点

数且基本不增加运算量的情况下，借助能够在感

兴趣频谱区间进行频谱细分的优势，能够显著提

高衍射光场分布的频谱分辨率，进而提高光束质

量 β 因子理论计算的准确性。在算法正确性验证

的基础上，分别计算了不同像差类型对应的光束

质量 β 因子值。计算结果表明，在低阶像差中球

差对光束质量 β 因子的影响最大。各种随机像差

下的光束质量 β 因子分析表明，高阶像差占比较

高的像差组合方式对应的光束质量 β 因子较大。

在波像差 RMS值都为 0.1λ 的各种随机像差组合

方式中，β 因子计算结果相差可达 1.2。本文研究

为标准像差板的选取原则和方法提供了技术支

持，也为后续采用基于大口径平行光管和标准像

差板进行光束质量 β 因子测量系统的校准提供了

技术依据。
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