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Abstract: Optical properties of periodic double-well potential are one of the frontier research fields in laser

physics and quantum optics. In this work, we have employed time-periodic double-well potential for the in-

vestigation of Fano-type resonant tunneling of photon-assisted Dirac electrons in a graphene system. Using a

double quantum well structure, it  is found that the resonant tunneling of electrons in a thin barrier between

the two quantum wells splits the bound state energy levels, and the Fano-type resonance spectrum splits into

two asymmetric resonance peaks. The shape of Fano peak is regulated by changing the phase, frequency, and

amplitude, that can directly modulate the electronic transport properties of Dirac in graphene. Our numerical

analysis shows that the relative phase of two oscillating fields can adjust the shape of the asymmetric Fano

type resonance peak. When the relative phase increases from 0 to  , the resonance peak valley moves from

one side of the peak to the other. In addition, the asymmetric resonance peak becomes symmetric at critical

phase  .  Furthermore,  the  distribution  of  Fano  peaks  can  be  modulated  by  varying  the  frequency  and

amplitude of oscillating field and the structure of the static potential well. Finally, we suggest that these inter-

esting physical properties can be used for the modulation of Dirac electron transport properties in graphene.
Key words: physical optics; resonant tunneling; photon-assisted tunneling; dirac electrons; quantum optics
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摘要：周期双阱势的光学性质是激光物理和量子光学的前沿研究领域之一。该文研究了具有时间周期双阱势的石墨烯
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系统中光子辅助狄拉克电子的 Fano型共振隧穿。利用双量子阱结构，电子通过两量子阱之间的薄势垒的共振隧穿将导

致束缚态能级的分裂，Fano型共振谱将分裂为两个不对称共振峰。通过改变相位、频率和振幅来调制 Fano峰的形状，

可以用来调制 Dirac在石墨烯中的电子输运性质。数值分析表明，两个振荡场的相对相位可以调节非对称 Fano型共振

峰的形状。当相对相位从 0增加到 时，共振峰谷从峰的一侧移到另一侧；在临界相位 处，不对称共振峰变得对

称。此外，还可以通过改变振荡场的频率和振幅以及静态势阱的结构来调制 Fano峰的分布。这些有趣的物理性质可以

用来调节石墨烯中 Dirac的电子输运性质。

关    键    词：物理光学；共振隧穿；光子辅助隧穿；狄拉克电子；量子光学
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1    Introduction

Graphene,  as  a  new  class  of  2D  material,  has
attracted extensive research interest due to its unique
properties and  wide  range  of  applications  in   nano-
electronic  devices[1-3].  The  electronic  band  structure
of graphene near the Fermi energy is linear and gap-
less,  and  the  dynamic  characteristics  of  low-energy
electrons  can  be  described  by  a  2D  Dirac  equation
without  mass[4-5].  Therefore,  many  relativistic
particle properties  are  shown  such  as  the   Zitterbe-
wegung effect[6-7], Klein paradox[8-10], and Klein tun-
neling[11-13]. Among  these,  Klein  tunneling  is  a   re-
lativistic  tunneling  effect.  Dirac  fermion[5]can  com-
pletely tunnel through extremely high and thick bar-
riers. On the other hand, Pereira et al. have reported
that  momentum  parallel  to  the  barrier  can  inhibit
Klein tunneling, thus allowing the restriction of Dir-
ac  electrons  in  graphene[14].  Recently,  the  transport
properties of Dirac electrons in graphene in various
potential fields have attracted extensive attention[15-20].

Besides, the transport  properties of the period-
ic field-driven quantum tunneling are also a crucial
research  topic.  Fano  resonance[21-23]  appears  in  this
type  of  periodic  field-driven  quantum  tunneling,
which originates  from the  quantum interference  ef-
fect  of  continuous  and  bound  states.  When  the
quantum exchange energy occurs between the elec-
tron  and  the  oscillating  field,  the  photon-assisted
tunneling effect will occur[24]. So far, the photon-as-
sisted Fano-type  resonant  tunneling  effect  in   semi-
conductor heterojunction has been widely studied[25-27].
Recently, some of the reports show that the quantum
behavior  of  relativistic  fermions in  a  strong field  is

significantly  different  from  that  of  non-relativistic
particles[28-32].  In  general,  many  interesting  quantum
transport phenomena  in  graphene  are  related  to  en-
ergy.  Photon-assisted  Dirac  electron  transport  is  a
powerful tool  for  the  quantitative  detection  of   en-
ergy-related transport in graphene[33].

Recently Ref. [34] has theoretically proved that
the Fano-type resonance can also be produced when
the electrostatic potential of graphene is added to the
oscillating  field.  In  this  paper,  we  extend  the  work
Ref.  [35] to a time-dependent double-well  potential
structure. Using  the  Floquet  scattering  matrix   the-
ory,  we  studied  the  Fano-type  resonance  tunneling
of photon-assisted Dirac electrons in graphene time-
symmetric double-well potentials. In contrast to the
single-well potential structure[36-37], the energy levels
of the bound states split into two asymmetric form-
ants in the double-quantum well structure. The reas-
on behind  this  is  the  thin-barrier  resonance   tunnel-
ing of electrons between the two quantum wells. We
found  that  the  relative  phase  of  the  two  oscillating
fields modulates  the  shape  of  the  Fano  peak.   Fur-
thermore,  the  numerical  simulations  show  that  the
shape of  the  Fano  peak  is  also  related  to  the   fre-
quency and amplitude of the oscillating field and the
structure of the potential well. 

2    Models and methods

We  consider  the  tunneling  of  Dirac  electrons
through  a  time  period  double-well  potential.  This
time  period  double-well  potential  structure  can  be
realized by applying two local gate voltages and two
small  Alternating  Current  (AC)  voltages  to
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graphene. From left  to right,  electrons pass through
five regions  Ⅰ, Ⅱ, Ⅲ, Ⅳ, and  Ⅴ,  as  shown  in
Fig.1.
  

ⅤⅠ Ⅱ Ⅲ Ⅳ

V0 V0

V1cos (ωt+α) V1cos (ωt+β)

x
0 d a+d a+2d 

V0 d

a

Fig. 1    Sketch model  of  Dirac  electron transport  through a
double-well  potential  and  two  applied  oscillating
fields.    is  the  depth  of  the  static  well;    is  the
width  of  wells,    is  the  thickness  of  barrier. V1  cos
(ωt + α) and V1 cos (ωt + β) are the applied oscillat-
ing fields

 

The time cycle potential can be expressed as

V (x, t)=


V0+V1 cos (ωt+α) , 0≤x≤d
V0+V1 cos (ωt+β) , a+d≤x≤a+2d,
0, other

（1）

V0 (< 0)

V1 ω α β

where    is  the  depth  of  the  static  potential
well,  ,    and  (or  ) are  the  amplitude,   fre-
quency,  and phase of  oscillation field,  respectively.
The  movement  of  Dirac  electrons  through  a  time
period double-well potential can be described by the
time-dependent Dirac equation as:

ih̄
∂

∂t
Φ (x,y, t) = ĤΦ (x,y, t) , （2）

Ĥwhere   is the massless Dirac Hamiltonian that can
be expressed as

Ĥ = −ih̄vFσ · ∇+V (x, t) , （3）

σ =
(
σx,σy

)
vF ≈ 1.0×106

where    is  the  Pauli  spin  matrix[11],
 m/s is Fermi velocity[12].

Φ (x,y, t) =

ϕ (x,y, t)exp (−iEFt/h̄) EF

ϕ (x,y, t) = ϕ (x,y, t+T )

T = 2π/ω
ϕ (x,y, t) y

exp
(
ikyy

)
y ky

According to the Floquet scattering theory[12, 38],
the  formal  solution  of  Eq.  (2)  is 

.  Where    is  the  eigenvalue
of  Floquet  energy,  and    is  a
time-periodic  function  with  a  period  of  .
The wave function component   along the 
direction can be expressed as a type of   of
wave vector   component  . This is due to transla-

y

E ky

tional symmetry along the   direction. In the case of
given  incident  energy    and  ,  the  electron  wave
function in  the  well  region  Ⅱ and Ⅳ can be   ex-
pressed as

Φl =

+∞∑
n=−∞

+∞∑
m=−∞

[
Al

n

(
1

sneiφn

)
eikn x+Bl

n

(
1

−sne−iφn

)
e−ikn x

]
×

Jm−n

( V1

h̄ω

)
e−iEnt/h̄ei V1

h̄ω sin θ−i(m−n)θeikyy .
（4）

l θ=α l θ=β Jn

sn = sgn (E−V0+nh̄ω) φn =

arctan
(
ky/kn

)
kn =

√
(E−V0+nh̄ω)2/

(
h̄v f

)2− k2
y

Here  =Ⅱ,  , and  =Ⅳ,  .   is a Bessel func-
tion  of  first  kind,  , 

, and  .

Since  Dirac  electrons  incident  on  the  oscillating
field  is  inelastically  scattered  to  numerous  Floquet
channels, the outside wave function of the potential
well region can be expressed as the superposition of
waves  with  all  energy  values.  Therefore,  the  wave
functions of areas Ⅰ, Ⅲ, and Ⅴ is

Φi =

∞∑
m=−∞

[
Ai

m

(
1

s′meiφ′m

)
eik′m x+Bi

m

(
1

−s′me−iφ′m

)
e−ik′m x

]
×

e−iEmt/h̄eikyy ,
（5）

i s′m=sgn (E+mh̄ω) φ′m=arctan(
ky/km

)
k′m =

√
(E+mh̄ω)2/

(
h̄v f

)2− k2
y

En = E+nh̄ω n

En < 0

h̄ω

kn

where  =Ⅰ, Ⅲ, Ⅴ,  , 

  and  . The   en-

ergy of  incident  and  outgoing  waves  in  the   side-
band  is    (   is  sideband  index),  where

  is the  attenuation  mode.  This  is  due  to   en-
ergy exchange between the electron and the oscillat-
ing field and takes   as the unit. Since the imagin-
ary    mode  do  not  propagate,  the  corresponding
sidebands are called attenuation sidebands[15, 39].

x = 0 d d+a 2d+a

Using the  continuity  conditions  of  wave   func-
tion at the boundaries  ,  ,   and  , the
scattering matrix of Dirac electrons tunneling in the
double-well potential can be expressed as[35](

BⅠ
AⅤ

)
= S

(
AⅠ
BⅤ

)
=

(
r t′
t r′

)(
AⅠ
BⅤ

)
,（6）

AⅠ BⅤ{
AⅠm

} {
BⅤm

}
BⅠ AⅤ{

BⅠm
} {

AⅤm
}

where    and    are coefficient  vectors  that   con-
tain   and   incident waves,   and   are

coefficient vectors containing   and   outgo-

ing  waves,  respectively.  The  scattering  matrix  has

第 5 期 ZHANG Yong-tang: Photon-assisted Fano Resonance Tunneling Periodic ...... 1253



AI BV BⅠ AV

r (r′) t (t′)

tnm

m

n

all  of  the  probability  amplitudes  that  correlates  the
coefficients  of    and   with    and  [28].  The
matrix  elements  of    and   matrices  repres-
ent the transmission probability and reflection prob-
ability of  the  Dirac  electrons  incident  from  the   re-
gion Ⅰ (or Ⅴ), respectively. For instance, the mat-
rix  element    is  a  probability  of  Dirac  electrons
that enter from the   channel of I region and appear
in the   channel of the V region. So, the total trans-
mission probability can be expressed as

T =
∞∑

n=−∞
|tn|2 . （7）

According to the Landauer-Buttiker formula[16, 40],
the conductance of electron through the double-well
potential can be obtained as

G =
e2

h
T =

e2

h

∞∑
n=−∞
|tn|2 . （8）

 

3    Numerical results

N

In  this  section,  we  numerically  investigate  the
Fano-type  resonance  tunneling  of  photon-assisted
Dirac  electrons  in  a  graphene-containing  double-
well potential,  followed by  its  conductance   simula-
tion.  The  minimum sideband  index    of  equations
(7) and  (8)  is  obtained  from  amplitude  and   fre-
quency  of  the  oscillating  field.  The  result  can  be

N > V1/h̄ω

n = 0,±1,±2 T =
∑2

n=0 |tn|2

d = 200

a = 40 V0 = −50

d = 150

a = 0

converged by taking  . After this, we took
  which  is  followed  by  .

The structural parameters of a static well are 
nm,   nm,  and   meV.  The  calculated
results  became  single  quantum  well  at    nm
and   nm.

G

E
ky =

0.006 nm−1 α = β = 0

V1 = 0

The  relationship  between  conductance    and
incident energy   of the oscillating field at different
amplitudes  is  shown  in  Fig.  2(a),  where 

  and  phase  .  In  Fig.  2(a),  a
smooth black solid line shows Klein tunneling in the
absence of oscillation field (i.e.  ).  This Klein
tunneling is  caused  by  the  electron-hole   conserva-
tion in graphene[12, 40]. When two time-dependent os-
cillatory fields  are  applied,  the  photon-assisted   res-
onant  tunneling  is  generated  and  sharp  asymmetric
Fano resonance peaks appeared. This arises from the
interaction  of  Dirac  electrons  and  the  oscillatory
field. The  asymmetric  Fano-type  resonance   origin-
ates from  the  quantum  interference  between   con-
tinuous and discrete (bound) states. When the incid-
ent  Dirac  electron passes  through the  first  potential
well,  it  emits  a  photon and falls  in the bound state.
After this, it absorbs a photon and returns to the in-
cident  channel  or  other  Floquet  channels  of  tunnel
via  the  second  potential  well.  This  photon-modu-
lated tunneling process creates a discrete channel in
Fano-type resonance. When the energy of the incid-
ent  Dirac  electron  is  increased  by  one  or  more
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photons  from  that  of  a  bound  state  of  the  double-
well potential,  a  single  photon or  multi-photon  res-
onant transmission occurs.

V1 = 0.5 h̄ω = 11

E1 ≈ 7.65 E2 ≈
10.43

Eb1 =

−3.347 Eb2 = −0.575

E1(2)−Eb1(2) = h̄ω

Previously, the Fano-type resonant tunneling of
photon-assisted  Dirac  electrons  in  time-dependent
single-well  potential  has  been  reported[36-37].  The
Fano-type  resonance  spectrum is  different  from the
single-well potential structure and can be divided in-
to two asymmetric resonance peaks. This is because
of the splitting of bound state energy levels, caused
by  resonant  tunneling  when  electrons  pass  the  thin
barrier  between  the  two  quantum  wells.  Therefore,
when   meV and   meV as  shown in
Fig.  2(a),  then  two  asymmetric  Fano  resonance
peaks  are  appeared  at    meV  and 

  meV, respectively.  In  the  absence  of  an   ex-
ternal  oscillation  field,  the  binding  energy  of
double-well  potential  can  be  calculated  as 

  meV  and    meV,  respectively.
So,  it  is  found  that  resonance  energy  satisfies  the
single-photon assisted  Fano-type  resonance   trans-
mission relation  . In fact, the amp-
litude  of  oscillating  field  determines  the  coupling
strength between the incident Dirac electron and ex-
ternal  oscillating  field.  Furthermore,  the  width  of
Fano-type  resonance  peak  gradually  widened  along
with the increase of amplitude of oscillation field, as
shown in Fig. 2(a).

E1 ≈ 7.65

E2 ≈ 10.43

G (ε) =

Gd(ε+q)2/
(
ε2+1

)
ε = (E−ER)/(Γ/2) Gd

ER Γ

q

q > 0

Interestingly,  we  observed  that  the  shapes  of
these two Fano peaks are different as can be seen in
Fig.  2(a).  In  the  case  of  first  resonance  peak  (at

 meV), a sharp peak is followed by a sharp
valley.  While a  sharp valley is  followed by a sharp
peak  in  the  case  of  second  resonance  peak  (at

  meV).  According  to  Fano  theory,  the
line shape of Fano resonance conductance is 

,  where  , 
represents non-resonance conductance,   and   are
positions and  widths  of  resonance  peaks,   respect-
ively[40].  The  antisymmetric  factor    characterizes
the  coupling  strength  between  the  continuous  and
the bound states.  When  ,  valley  is  on the  left-
hand  side  of  the  asymmetric  formant;  while  in  the

q < 0

q > 0

q < 0

case of  , valley is on the right-hand side of the
asymmetric  formant.  So,  the  first  resonance  peak
has  an antisymmetric  factor   while  the  second
resonance  peak  has  an  antisymmetric  factor  ,
as shown in Fig. 2(a).

Besides,  the  position  of  Fano-type  resonance
peak  is  also  related  to  the  frequency  of  oscillating
field and the depth and width of static potential well.
The  relationship  between  conductance  and  incident
energy at different frequency oscillation fields is de-
picted  in  Fig.  2(b).  Comparative  analysis  of  these
results  shows  that  the  asymmetric  resonance  peak
moves towards a higher energy direction along with
the  increase  in  frequency.  From  Fig.  2(c),  we  can
analyze that the position of common vibration peak
moves towards the low energy direction along with
the increase in depth of the static potential well. The
reason  behind  this  is  the  lower  bound  energy  level
which is due to the increase in depth of the static po-
tential  well.  As shown in Fig.  2(d),  as  the width of
the static potential well increases, the position of the
resonance peak moves towards the left-hand side.

q

[
(ε+Re q)2+ (Im q)2

]
/
(
ε2+1

)
|Re q| ≫

|Im q| |Re q| ≪ |Im q|

Re q > 0 Re q < 0

The change  in  conductance  occurs  as  the   dis-
tance  between  two  potential  wells  increases  as
shown  in  Fig.  3.  It  is  found  that  as  the  distance
between the two quantum wells increases, the posi-
tion of first resonance peak moves towards the right-
hand side. However, the position of the second res-
onance  peak  moves  towards  the  left-hand  side.  In
the case of our double-well potential structure, when
the  two  externally  oscillating  fields  have  different
phases,  the  time  inversion  symmetry  of  the  system
breaks.  In  this  case,  Fano’s  antisymmetric  factor 
becomes  complex[40]  and  its  formula  can  be  ex-
pressed as  . The asym-

metric  and  symmetric  formant  is  due  to 
 and  , respectively. In the case of

asymmetric  linear  patterns,  the  valleys  of  left  and
right-hand sides of the asymmetric peak correspond
to    and  ,  respectively.  Therefore,
the  relative  phase  of  the  two  oscillating  fields  can
change the shape of Fano-type formant[12]. 
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The  variation  in  phase-dependent  conductance
is shown in Fig. 4.
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If we consider  , then   represents the rel-
ative phase of the two oscillating fields. Analysis of
this  figure  led  us  to  conclude  that  the  asymmetric
peaks  and  valleys  change  along  with  the  change  in
relative phase. When   changes from 0 to  , the val-
ley of the first asymmetric formant moves from the
right-hand  side  to  the  left-hand  side.  While  the
second  one  moves  from  the  left-hand  side  to  the

3π/11

(0,3π/11) Re q > 0 (3π/11,π)

Re q < 0 3π/11

Re q→ 0 Im q , 0

right-hand  side.  Moreover,  in  the  case  of  critical
phase  , the  asymmetric  peak becomes a  sym-
metrical resonance peak. For relative phase in inter-
val  ,  , while in interval  ,

.  In  fact,  the  critical  relative  phase 
corresponds  to    (but  ),  where  the
symmetric resonance peak appears. 

4    Summary

π

3π/11

In this paper, we use Floquet scattering matrix
theory for the investigation of resonant tunneling of
Dirac  electrons  in  the  graphene  time-periodic
double-well potential.  The interaction between Dir-
ac electrons and oscillating field produces photo-as-
sisted resonant tunneling. This tunneling is respons-
ible  for  the  production  of  sharp  asymmetric  Fano-
type  resonance  peaks.  The  asymmetric  Fano-type
resonance originates  from the quantum interference
between the  bound  and  continuous  states.  Our   nu-
merical data for double-well potential led us to con-
clude  that  the  Fano-type  resonance  spectrum  split
into two asymmetrical  resonance peaks with differ-
ent lines. In addition, the relative phase of two oscil-
lating  fields  can  also  change  the  line  shape  of  the
asymmetric Fano-type resonance peak. When the re-
lative phase increases from 0 to  , the valley of the
resonance peak moves from one side of the peak to
the  other.  At  critical  phase  ,  the  asymmetric
resonance  peak  becomes  symmetrical.  Moreover,
the frequency and amplitude of the oscillating field,
as  well  as  the  structure  of  the  static  potential  well,
can be used to modulate the resonance peak. Finally,
we  suggest  that  these  properties  can  modulate  the
electronic transport properties of Dirac in graphene.
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