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Abstract: The circular swallowtail beams have recently exhibited better autofocusing ability and more tunab-

ility compared with low-order Airy or Pearcey catastrophe beams. However our attention is paid to exploring

their metasurface generation and dynamics propagation of directional circular swallowtail (DCS) beams car-

rying  power-exponent-phase  vortices  based  on  all-dielectric  metasurfaces  using  finite-difference  time-do-

main  (FDTD)  method,  where  the  directional  phase  related  to  launch  angles  in x-  and y-  directions is   con-

sidered. The combined influence of directional and power-exponent phases on dynamics propagation and or-

bital angular momentum (OAM) of the proposed beams is explored. It is found that their autofocusing posi-

tions can be freely adjusted along pre-designed trajectories owing to different launch angles. And rotation be-

havior  and  Archimede  spiral  structure  originated  from  power-exponent  phase  can  be  also  found  during

propagation. More importantly, the directional phase associated with launch angles can be regarded as the su-

perposition of  spiral  spectrum, which can further  extend OAM modes to wider multimode states compared

with the non-directional cases. The OAM reduction in multiple modes with directional cases is smaller than

that  in  non-directional cases  during  propagation,  which  indicates  that  multimode  OAM spectra  of  our  pro-

posed beams provide potential  for  reducing OAM power  attenuation in  free-space propagation because the

power decay is jointly undertaken by multiple modes rather than a single mode. This work may provide in-

spiration for guiding or trapping microparticles in three-dimension space as requirement, and for OAM-based

optical communication and imaging by the modulation of multi-degrees of freedom associated with direction-

al and power-exponent phases.
Key words: metasurface;  circular  swallowtail  beams;  orbital  angular  momentum;  power-exponent-phase

vortex.
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超构表面生成携带幂指数相位涡旋的
定向圆形燕尾光束
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摘要：与低阶艾里光束、皮尔斯突变光束相比，圆形燕尾光束已被证实具有更为优异的自聚焦能力与调控灵活性。基于

全介质超构表面，利用时域有限差分法（FDTD）研究了携带幂指数相位涡旋的定向圆形燕尾（DCS）光束的生成方法，其

中定向相位由光束在 x 和 y 方向的预设发射角共同调制。在此基础上，详细探讨了定向相位与幂指数相位对光束动态

传输及轨道角动量（OAM）的影响。结果表明：通过选取不同的发射角，光束的自聚焦位置可沿预设轨迹进行自由调控；

幂指数相位会诱导光束在传输过程中出现旋转行为，且同步演化形成阿基米德螺旋结构。更重要的是，与发射角相关的

定向相位可等效为螺旋谱的叠加，它能将 OAM模式扩展至更宽的多模态，且该情形下的多模态 OAM的功率衰减幅度

小于非定向情形。这意味着，多模态 OAM 谱在传输过程中的功率衰减可由各模式共同分摊，而非集中于单一模式，为

抑制自由空间传输的轨道角动量衰减提供了可能。本文研究结果对微粒导引或捕获、OAM光通信、光成像具有潜在的

应用价值。

关    键    词：超构表面；圆形燕尾光束；轨道角动量；幂指数相位涡旋
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1    Introduction

The  canonical  or  conventional  optical  vortices
carrying orbital angular momentum (OAM) possess
a helical  phase front  described by exp(ilφ)  with the
topological  charge  l  and  the  azimuthal  angle  φ[1,2].
Such beams  are  generally  characterized  by   dough-
nut-shaped  intensity  profiles,  symmetrical  spiral
phase  and  a  concentrated  OAM  mode,  which  play
important roles in optical manipulation, communica-
tion, and super-resolution imaging[3-11]. In contrast to
the  canonical  optical  vortex,  the  power-exponent-
phase (PEP) vortex follows a  power  order   relation-
ship  with  the  azimuthal  angle,  which  results  in
asymmetric intensity profiles and spiral energy flow
during propagation[12,13].  In 2014, Li and Zhao et al.
first  introduced  the  PEP  into  the  circular  or  ring
Airy  beams,  where  the  spiral  autofocusing  Airy
beams are experimentally generated and fascinating
dynamics  propagations  are  also  exhibited  by  their

unique  phase  structures[14].  Subsequently,  Yan  and
Guo  et  al.  extended  the  circular  Airy  beams  with
PEP vortex  to  weak  anisotropic  atmospheric   turbu-
lence  and  explored  their  probability  densities  of
OAM modes[15].  Pei et al.  experimentally compared
the  microparticle  manipulation  capabilities  of  PEP
beams  with  those  of  canonical  vortex  beams,  and
demonstrated their  advantages  in  directional   trans-
port  and multi-particle  trapping[16]. These  works   fo-
cused on the PEP vortex beams have paved the way
for  microparticle  manipulation  and  turbulence-res-
istant optical communications.

On  the  other  hand,  higher-order  catastrophe
beams have  gradually  stimulated  interest  in  micro-
particle  manipulations  and  autofocusing  control  of
special optical fields owing to their multi-degrees of
freedom  compared  with  the  lower  catastrophe
beams such as Airy and Pearcey beams[17,18]. As typ-
ical  examples  of  high-order  catastrophe  beams,
swallowtail,  butterfly  and  hyperbolic  umbilic
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beams, have recently been studied due to their  spe-
cial  structures  and  autofocusing  properties[19-24].  Es-
pecially, the novel multi-focus evolution of circular
hyperbolic  umbilic  beams  was  demonstrated  by
Zhang et al. in 2022, which might provide effective
ways  for  multi-particle  manipulation[25].  In  2025,
Deng et al. proposed the controllable needle-like fo-
cus  by circular  swallowtail  beams with  cross-phase
and chirp factor, where the linear guiding of micro-
particles along intensity channel was demonstrated[26].
These  studies  indicate  that  optical  catastrophe
beams tend to show better  controllability in precise
manipulation of particles. Additionally, the metasur-
faces  generally  refer  to  two-dimensional  planar
structures composed of array of subwavelength ele-
ments  with  specific  electromagnetic  properties.  It
can flexibly control the amplitude, phase and polar-
ization of the incident light, and possess strong cap-
abilities  for  manipulating  the  optical  fields[27].  The
metasurfaces  with  various  structures  have  provided
alternative  ways  for  generating  different  structured
beams, including Airy and Perfect vortex beams[28-30].
For example, Li et al. proposed a complex function
fitting  method  and  successfully  generated  high-en-
ergy circular  Pearcey beams with  31.77% enhance-
ments in focal intensity via a metasurface in 2024[31].
Interestingly,  the  OAM  modes  of  the  Airy  beams
with PEP in plasma sheath turbulence were studied
by Chen et al. in 2022. It was found that the ability
to maintain  their  OAM mode  distribution  in   turbu-
lence  is  far  superior  to  that  of  conventional  vortex
beams because the effect  of  turbulence is  dispersed
by multiple OAM modes[32].  Although metasurfaces
have  been  successfully  employed  to  generate  the
lower-order  catastrophe  beams  such  as  Airy  and
Pearcey beams, the metasurface generation of high-
er-order cases has not been dealt with until now. In
addition, the swallowtail beam is more easily gener-
ated  by  the  metasurfaces,  and  it  also  possesses  the
autofocusing  behaviors  of  circular  catastrophe
beams. The natural question to ask is what happens
to the intensity and OAM evolution if the direction-

al  phase  and  PEP vortex  are  both  embedded  into  a
circular swallowtail beam.

The  purpose  of  this  paper  is  to  explore  the
metasurface generation of  directional  circular  swal-
lowtail  (DCS)  beams  carrying  PEP  vortices  based
on  all-dielectric  metasurfaces  using  finite-differ-
ence time-domain (FDTD) method, where the novel
guidance  autofocusing  along  predesign  trajectory
are  found  and  their  OAM  densities  in  Archimede
spiral are also present. Additionally, multiple OAM
modes  of  our  proposed  beams  demonstrate  better
abilities  to  reduce  OAM  power  attenuation  in  the
free-space autofocusing plane compared to the inex-
istence  case  of  linear  phase  and  power-exponent
phase.  This  work  may  be  useful  for  microparticle
manipulation  and  OAM-based optical   communica-
tion using additional freedom with directional phase
and PEP vortex. 

2    Design of metasurface for generat-
ing DCS beams carrying PEP vor-
tices

In catastrophe  theory  the  swallowtail   cata-
strophe can be expressed as

S w(a1,a2,a3) =
∞w
−∞

ei(s5+a3 s3+a2 s2+a1 s)ds , （1）

where a1, a2, a3 can be regarded as control paramet-
ers  in  real  space  by  introducing  this  catastrophe  to
optical field. Assume that the control parameters of
the  swallowtail  catastrophe  in  Eq.  (1)  are  set  as
a2=a3=0,  and  embed  a  directional  phase  related  to
launch  angles  of D(r, φ)  and  a  PEP vortex  of V(φ)
into its  optical  field.  The  initial  field  of  the   pro-
posed  beams  in  the  cylindrical  coordinate  can  be
written as[21]

E(r,φ,0) = S w
(
r0− r

w0
,0,0

)
Q(r,φ)V (φ) D (r,φ) ,

（2）

where r and φ represent the radial and azimuthal co-
ordinates, r0  is  the radius of the main ring in initial
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plane, and w0 is a scale factor and Sw corresponds to
the swallowtail catastrophe. The transmittance func-
tion  of  annular  aperture  in  Eq.  (2)  of  Q(r,  φ)  is
defined as

Q(r,φ) =

1, 0≤r≤RB,0≤φ≤2π
0, other

. （3）

with  the  ring  radius RB, which  is  introduced  to   en-
sure  finite  energy of  the  circular  swallowtail  beam.
The  PEP  vortex  of  V(φ)  and  directional  phase  of
D(r, φ) are described by

V (φ) = exp
[
i2πl

(
φ

2π

)n]
, （4）

D (r,φ) = exp
[
ir (ucosφ+ vsinφ)

]
. （5）

Here l denotes the topological charge, and n is
the power order of the spiral  phase.  If n=1 the PEP
is simplified  to  the  canonical  vortex  case.   Appar-
ently, the PEP for n >1 is a noncanonical or irregu-
lar spiral structure, and it can be regarded as the su-
perposition of multiple spiral (or OAM) spectra. For
n=1 its  spiral  spectrum  is  focused  at  the  l-th  spiral
mode,  and  for n  >1 the  spectrum  can  be  expanded
into  multiple  spiral  modes.  The parameters u and v
of directional phase in Eq. (5) control the strength of
the initial launch angles in the x and y directions, re-
spectively.  The  resulting  beam  can  be  generally
guided to positive x or y direction for u > 0 or v >0,
respectively. Otherwise, the guidance will be the op-
posite. Similarly, for the case of a1 = a3 = 0 or a1 =
a2 = 0 of control parameters in Eq. (1), the other two
types of circular swallowtail beams can be obtained
by replacing swallowtail catastrophe in Eq. (2) with

S w
(
0,

r0− r
w0
,0

)
orS w

(
0,0,

r0− r
w0

)
. （6）

Fig. 1(a) plots the schematic illustration of the
DCS beams carrying PEP vortices generated by all-
dielectric metasurfaces,  where  the  incident   circu-
larly  polarized  light  illuminates  Si  metasurface  on
SiO2  substrate, and  the  controlled  autofocusing   tra-
jectory  is  also  depicted  by  different  launch  angles.

The  metasurface  is  formed  by  arrays  of  unit  cells
with  different  structures.  Fig.  1(b) gives  the   struc-
ture  organized  by  circular  Si  pillar  on  the  bottom
with h2 = 0.36 μm, rectangular SiO2 substrate in the
middle  layer  with h =  1  μm,  and elliptical  Si  pillar
on the top with h1 = 1.8 μm, where the period of the
unit  cell  is P =  0.68  μm,  the  major  and  minor  axis
radii  of  the  elliptical  Si  pillar  are  r1  =  0.2  μm  and
r2  =  0.1  μm,  respectively.  The  transmission  light
generally  possesses  an  additional  geometric  phase
(i.e.  Pancharatnam-Berry  phase)  of  2σθ  (σ  =  +1 or
−1 for left-handed or right-hand circularly polarized
light) with rotation angle θ of elliptical pillar. In ad-
dition,  an additional  phase Δψ  introduced by cylin-
der  radius  R  needs to  be  eliminated  using  a   com-
pensation  angle  of  θc=−Δψ/2[33].  Figs.  1(c)−1(d)
show the  optimized  transmission  phase  and   amp-
litude versus rotation angle θ and cylinder radius R
by  using  the  FDTD  method,  where  the  operating
wavelength  is  set  to  λ  =  1 550 nm  because  silicon
nanopillars  exhibit  low  loss  in  the  infrared  regime.
As  rotation  angle θ  changes  from −22.5°  to  157.5°
for a fixed R, the transmission phase fully covers the
range from −π  to π. The transmission amplitude ra-
tio  monotonically  decreases  from  0.7 to  0.01 with
0.17 μm ≤ R ≤ 0.27 μm as shown in Fig. 1(d). The
overall  transmission  efficiency  of  double-sided  all-
dielectric  metasurface  reaches  approximately  70%.
The  optimized  result  indicates  that  the  independent
modulation between  amplitude  and  phase  is   appro-
priate  to  generate  our  proposed beams by adjusting
cylinder  radius  R  and  elliptical  cylinder  rotation
angle  θ. The  superposed  optical  phase  of  our   pro-
posed  beams  described  by  Eq.  (2)  can  be  obtained
by the combination among circular swallowtail cata-
strophe, PEP vortex  and  directional  phase,  as   illus-
trated in Figs. 1(e)−1(h), where (e) exhibits concent-
ric rings determined by the swallowtail catastrophe,
(f)  displays  an  asymmetrical  spiral  distribution  due
to the  PEP  vortex,  and  (g)  shows  the  tilted   wave-
fronts induced by directional phase. 
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Fig. 1    (a) Schematic illustration of autofocusing trajectories of the DCS beams carrying PEP vortices based on the designed
metasurface; (b) Each unit structure in one period; (c) Transmission phase and amplitude (d) of the unit cell versus rota-
tion angle θ and cylinder radius R;  (e) the phase of circular swallowtail factor in Eq. (2); (f)−(g) the power-exponent
phase and directional phase; (h) the superimposed phase profile resulted from (e)−(g).

 

Fig.  2  gives  the  metasurface-based  amplitude
and  phase  distributions  of  the  proposed  beams  by
the FDTD method, where simulation parameters are
set as RB = 30μm, r0 = 20μm, w0= 0.5μm, λ = 1 550 nm,
l = 7, n = 4 and u = v = −1, and the other two differ-
ent  swallowtail-type beams  are  also  presented,   re-
spectively.  The  array  structures  of  circular  Si  (blue
parts)  and elliptical  Si  (reddish-brown parts)  pillars
mapped by the corresponding R and θ at each differ-
ent  position  are  plotted  in  Fig.  2(a),  where  the
metasurface with a size of 102 μm × 102 μm is dis-
cretized into 150 × 150 elements. One can find that
their amplitudes exhibit symmetric multi-ring struc-
tures  derived  from  swallowtail  catastrophe.  The
strongest peak in  the  multiple  rings  can  be  determ-

ined by  different  cases  of  swallowtail  factors,   re-

spectively. For example, the amplitude described by

Sw (r0 − r/ w0, 0, 0) of Eq. (2) shows hollow profile

in  Fig.  2(b),  but  for  the  other  two  cases  of  Sw  (0,

r0 − r/ w0,  0)  and Sw  (0,  0, r0 − r/ w0)  in Fig.  2(d)

and  Fig.  2(f)  their  amplitudes  at  central  zones  are

diffused by secondary rings rather than central dark

cores.  From Figs.  2(c),  2(e)  and  2(g),  one  can  also

see that there are significant inclinations and nonca-

nonical structures in isophase surface, which are in-

duced  by  directional  phase  and  PEP,  respectively.

These unique  amplitude  profiles  present  their   in-

trinsic  catastrophe  properties  of  the  proposed  beam

under different control parameters.
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Fig. 2    (a) Array structures of circular Si and elliptical Si pillars of the designed metasurface of the proposed beam expressed
by  Eq.  (2);  (b)−(c)  Metasurface-based  amplitude  and  phase  distributions  expressed  by  Eq.  (2)  at  the  initial  plane;
(d)−(g) Metasurface-based amplitude and phase distributions of the other two types of the proposed beam replaced by
Sw ( 0, r0 − r/ w0, 0) and Sw ( 0, 0, r0 − r/ w0) in Eq. (2), respectively.

 

To  verify  the  feasibilities  of  our  proposed
beams based on the designed all-dielectric metasur-
faces, taking  the  expression  of  Eq.  (2)  as  an   ex-
ample,  we  simulate  their  guided  propagations  and
autofocusing  behaviors  using  the  FDTD  methods.
Fig.  3  presents  the  three-dimensional  propagations
of the proposed beams with conventional vortex and
power-exponent phase,  respectively.  For   conven-
tional  vortex case in Fig.  3(a),  one can find that  its
hollow  structure  at  z  =  0 is  maintained  by  bright
rings at the autofocusing plane at z = 122 μm, in es-

pecial its propagation trajectory is diagonally guided
to  the  first  quadrant  for  the  launch  angles  of u >  0
 and v > 0. Whereas for the power-exponent case in
Fig.  3(b)  the  hollow  profile  gradually  evolves  into
an Archimedean spiral structure or incomplete “ C ”
shape at its autofocusing plane at z = 118 μm, which
is a typical characteristic induced by the PEP vortex.
Furthermore,  its  distribution  is  also  guided  to  the
third  quadrant  for  u  <  0 and  v  <  0.  Following  the
Ref. [14], the field mapping in frequency domain of
(kx, ky) of our proposed beams is expressed by
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Fig. 3    The guided  propagations  and  autofocusing  behaviors  of  the  proposed  beams  expressed  by  Eq.  (2)  based  on  the   de-
signed all-dielectric metasurfaces. (a): u = v = 1, n = 1 and the autofocusing plane at z = 122 μm; (b) u = v = −1 and the
autofocusing plane at z = 118 μm. Other parameters are the same as those in Fig. (2).
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kx = u− nlφn−1 sinφ
(2π)nr

,

ky = v+
nlφn−1 cosφ

(2π)nr
. （7）

which  indicates  that  their  frequence  mapping

can  be  guided  by  the  embedded  directional  phase

factor u and v. These results demonstrate that by set-

ting the appropriate directional angles of u and v  in

x-  and  y-direction the  proposed  beams  can  be   pre-

cisely guided  along  a  preset  direction  via  the   de-

signed metasurface, which may be used to guide or

drive particles along predesign intensity channels in

three-dimensional space.
 

3    Guided propagations of DCS beams
carrying PEP vortices

Based on  the  paraxial  approximation  of   Fres-

nel  diffraction  integrals,  the  free-space  propagation

of  the  proposed  beams  at  the  z  plane in  the   cyl-

indrical coordinate can be expressed by[34]

E(r,φ,z) =
k

i2πz

x
E(r1,φ1,0)×

exp
{

ik
2z

[r2+ r2
1 −2rr1 cos(φ−φ1)]

}
r1dr1dφ1 ,

（8）

where  k  is  the  wave  number  related  to  the

wavelength λ by k = 2π/λ, E(r1, φ1, 0) corresponds to

the initial field of Eq. (2). Substitution Eqs. (2)−(5)

into Eq. (8),  replacing directional  factor u and v by

u=acosα and v=asinα and using these formulas

exp
[
i
krr1

z
cos(φ−φ1)

]
=

∞∑
j=−∞

i jJ j

(
krr1

z

)
exp

[
i j (φ−φ1)

]
,

（9）

exp
[
ir1 (ucosφ1+ vsinφ1)

]
=

∞∑
p=−∞

ipJp (ar1)exp
[
ip (φ1−α)

]
,

（10）

with Jj (·) the j-th Bessel function, the integral

results can be rearranged as

E(r,φ,z) =
k
iz

exp
(
ikr2

2z

) ∞∑
j,p=−∞

i j+2p×

2πw
0

exp
{
i[2πl

(
φ1

2π

)n

− jφ1− ( j+ p)φ− pα]
}

dφ1×

RBw
0

S w
(
r0− r1

w0
,0,0

)
exp

(
ikr2

1

2z

)
×

Jp (ar1) J− j−p

(
krr1

z

)
r1dr1 . （11）

The  evolution  of  the  proposed  beams  can  be
obtained by the expression of Refs. [35]

Lorb. =ℏ

Im
∞w
0

2πw
0

E∗ (r,φ,z)
∂E (r,φ,z)
∂φ

rdrdφ

∞w
0

2πw
0

|E (r,φ,z)|rdrdφ

=

ℏ
∞∑

m=−∞
mRm . （12）

ℏ

where  E  is  the  complex  amplitude  determined  by
Eq.  (11),  Im is  imaginary  part,  the  asterisk  denotes
the  complex  conjugate,    is  reduced-Planck  con-
stant and the weight Rm represents the relative power
or the purity of m-th OAM mode.

Figs.  4(a)−4(b) compare  the  intensity   evolu-
tions  of  the  proposed  beams  using  FDTD  method
and  Fresnel  diffraction  integrals,  respectively.  For
metasurface-based propagations in the FDTD meth-
ods,  one can see  that  the  concentric  multi-rings  are
gradually parted into two parts: one concentrates in-
ward  and  the  other  extends  outward  with  the
Archimede spirals. It propagates along our designed
trajectory  and  concentrates  on  the  autofocusing
plane with an arc structure. As the propagation fur-
ther  increases,  the  arc  shapes  gradually  spread  into
multi-rings  and  point-like  structures  in  the  form  of
Archimede spirals.  The results  also agree well  with
simulation results using Fresnel diffraction integrals
in Fig. 4(b), which also provides an alternative way
to  verify  the  feasibility  of  metasurface-based
propagations for  our  proposed beams.  Their   intens-
ity  profiles  in  the y-z  longitudinal  section  based  on
the  metasurface  are  also  given  in  Fig.  4(c),  where
the  autofocusing  behavior  and  spiral  profile  in  an
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asymmetrical  way  can  be  also  found.  This  unique
spatial morphology originates from the asymmetric-
al or noncanonical power-exponent phase structures,

which breaks its symmetry and guides the energy to
flow along a specific spiral path.
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Fig. 4    Intensity evolution of the proposed beams for different propagation distances of z = 0, 67, 118, 167 and 220 μm. (a)
Numerical integrals using Fresnel diffraction; (b) metasurface-based propagations by the FDTD methods; (c) asymmet-
rical intensity profile in the y-z longitudinal section using the FDTD methods. Other parameters are the same as those in
Fig. 2(b).

 

Fig.  5  shows the  OAM  evolution  of  the   pro-
posed beams in the y-z  longitudinal  section and x-y
transverse  section.  The  OAM  distribution  can  be
seen  as  divided  into  positive  and  negative  parts,
which  are  self-focused  in  asymmetric  forms  owing
to its initial directional phase. As shown in Fig. 5(b)
and  5(c),  their  OAMs  exhibit  semicircle  structures
with ring  sidelobes,  and  the  pattern  gradually   ro-
tates and focuses into an Archimede spiral structure
at  the  autofocusing  plane  of  z  =  118μm.  As  the
propagation  further  increases,  the  OAM  gradually

ℏ

spreads in the third quadrant along preset trajectory
for u = v = −1  <  0.  In  addition,  the  positive  OAM
concenters the head of the Archimede spiral, and its
tail  is  diffused by the negative OAM. Although the
directional  phase associated with launch angles can
change  the  OAM spatial  positions,  it  cannot  affect
the total OAM value at z = 0 as shown in Fig. 6. The
OAM  per  photon  approximately  equals  l   at  z  =
0 except that  the  values  slight  decrease  for  the   al-
lowed integral  error  with  an  increase  of  the   direc-
tional factor. 
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Fig. 5    (a)  The  normalized  OAM evolution  of  the  proposed  beams  in  the  y-z  longitudinal  section;  (b)−(e)  OAM in  the  x-y
transverse sections at z = 10, 70, 118, and 180 μm. Other parameters are the same as those in Fig. 2(b).
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Fig. 6    The OAM at z = 0 versus directional factor of u in x
direction at v=3.

 

Fig. 7 gives the OAM spectra of the initial and

autofocusing planes for different directional factors.
For  the initial  and autofocusing planes as  shown in
Fig. 7(a) and 7(b) for u = v = 0, the rule of the OAM
spectra concentrated at a single seventh mode for l =
7 is  applicable  for  the  conventional  or  canonical
vortex.  However,  their  powers  tend  to  redistribute
into more other OAM modes if the directional phase
associated  with  launch angle u  (or v), or  power  or-
der n is considered, respectively, which is due to the
fact that  the directional  phase in Eq.  (5)  can be ex-
panded as the sum of spiral spectrum
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Fig. 7    The OAM spectra for different directional factors. (a) Initial plane and (b) autofocusing plane for l = 7, n = 1 with u =
v = 0 and u = v = −1; (c) initial plane and (d) autofocusing plane for l = 7, n = 4 with u = v = 0 and u = v = −1, respect-
ively.
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exp
[
ir (ucosφ+ vsinφ)

]
=

∞∑
m=−∞

imJm

(
r
√

u2+ v2
) ( u− iv
√

u2+ v2

)m

exp(imφ) .

（13）

That  is,  the  directional  factors  can  lead  to  the
OAM spread  from  a  single  mode  to  continuous  or
multiple  modes.  The  power  order  of  power-expo-
nent  phase  also  has  a  similar  effect.  It  should  be
noted that in Eqs.  (2) and (13) the total phase is the
product  of  directional  and  PEP  phases,  but  their
couplings  between the  expanded spiral  spectrum of
directional and PEP phases follow the form of non-
linear  superposition.  For  example,  their  modes  are
throughout  covered  by  many  different  energies  in
Fig. 7(c), and their peak weights are focused at m =
0,  1 and  2 rather  than m  =  7 if  the  power-exponent
phase is only considered. When the combined influ-
ences  of  directional  and  power-exponent  phases  on
OAM mode  are  considered,  their  modes  will   be-
come more dispersed as shown Fig. 7(c) for u = v =
−1 and n = 4. Moreover, the reduction of the weight
values  for  multiple  OAM  modes  are  smaller  than
those of  a  single  mode during propagation.  For  ex-
ample,  the  decreased  values  of  OAM  are  0.75 and
0.16 for  canonical  vortex  with u  = v  =  0 and −1 in
Fig.  7(a)−7(b),  for  the  case  of  power-exponent
phase  vortices  in  Fig.  7(c)−7(d) the  OAM   reduc-
tions  are  0.49 and  0.39 with  u  =  v  =  0 and  −1,  re-
spectively. These multiple modes are not simply en-
ergy dispersion  or  redistribution  but  the   enhance-
ment  of  reducing  OAM  power  attenuation  during
free-space propagation.  If  these powers are pre-dis-
tributed  widely  across  multiple  OAM  modes,  the
OAM  degeneration  can  be  suppressed  by  multi-
mode  sharing.  This  phenomenon  can  be  explained
by the fact that power dissipation is shared by mul-
tiple  OAM  modes  rather  than  a  single  dominant
mode.  In  other  words,  benefiting  from  its  intrinsic
structure of PEP vortices, the proposed noncanonic-
al vortex may suppress the power attenuation of the
main mode  via  energy  redistribution  across   mul-
tiple OAM modes. To evaluate the combined effect

of directional and power-exponent phases on OAM-
degeneration during  propagation,  the  decline   pro-
portion of OAM is defined as D =[L(z = 0) − L(z)] /
L (z = 0), which can depict the propagating loss pro-
portion  of  the  OAM.  A  smaller  value  of D  gener-
ally  means  better  performance  in  resisting  OAM
power  attenuation.  One  can  find  that  the  decline
proportions  in  directional  factors  are  significantly
lower  than  those  in  non-directional  factor  in  the
autofocusing  plane,  and  its  decline  is  only  2.36%
with  directional  factors  and  without  power-expo-
nent phase, which indicates that the introduce of dir-
ectional  factor  on  the  performance  of  reducing
OAM  power  attenuation  in  free  space  is  distinctly
better than that of non-directional case. 

4    Conclusion

By introducing  the  directional  phase   associ-
ated with launch angles in x- and y-directions to cir-
cular swallowtail  beams with PEP vortices,  i.e.,  the
directional circular swallowtail (DCS) beams carry-
ing  PEP  vortices  are  generated  by  all-dielectric
metasurfaces  using  FDTD  method.  The  proposed
beams can focus their  intensity into any position in
the autofocusing plane along pre-designed trajector-
ies. Moreover, their guidance propagations by Fres-
nel  diffraction  integrals  also  verify  the  validity  of
the proposed beams based on all-dielectric metasur-
faces.  Furthermore,  their  propagating  OAMs  are
also explored, and they show rotation behavior with
semicircle structures  and  ring  sidelobes  and  a   fo-
cused Archimede  spiral  structure  at  the   autofocus-
ing plane. Owing to the introduced directional phase
expanded by the superposition of spiral spectra, the
OAM spectra of the proposed beams are further ex-
tended  into  wider  multiple  modes  compared  with
the  non-directional  cases.  Multi-mode  sharing  in
OAM is  helpful  in  improving  the  abilities  in   redu-
cing OAM power  attenuation  in  free  space.  Differ-
ent from the ring-Airy and ring-Pearcey beams with
PEP vortices in Refs. [14, 32, 36], where their atten-
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tions  are  focused  on  the  lowest  catastrophe,  and
their  metasurface-based generations  are  not   men-
tioned.  While  for  our  attentions  are  paid  to  the
metasurface-based  higher-order swallowtail   cata-
strophes owing  to  their  more  tunable  optical   para-
meters (i.e., a1, a2, a3). In comparison with Refs. [21,
26],  we consider the directional phases in x- and y-
directions  and  find  that  the  proposed  beams  can

present the  controllable  autofocusing  at  any   posi-
tion.  Interestingly,  the  OAM  degeneration  can  be
suppressed  by  multi-mode for  the  proposed   direc-
tional phase. The results obtained here may provide
potential  applications  in  guiding  microparticles
along  expected  trajectories  and  OAM-based  optical
communication  with  multi-mode  sharing  owing  to
the directional phase associated with launch angles.
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